Rectas e Vectores no Plano e no Espaco (1)
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propriedades do produto interno
perpendicularidade entre dois vectores
angulo entre dois vectores (2D)

angulo entre rectas complanares

angulo entre vectores no espago

0 produto interno e a projeccao de um vector sobre outro




1. Inclinacéo e Declive da Recta

Inclinagdo da recta, sobre o eixo das abcissas: MENOR ANGULO que a recta faz com o semieixo positivo das

abcissas (varia portanto entre 0° e 180°).

a=135°
B = 45°

SN\

Declive da recta: valor da tangente trigonométrica do angulo de inclinacéo da recta

=1=tan(45°)

T
Exemplo: calcular a equacéo reduzida da recta que passa em P(-3,2) e tem inclinagéo igual a .

Solucéo:
- equagdo reduzida darecta: Y =mx +Db

- declive “m” da recta ¢ m =tan(@) = tan (%) =

V3

3

. 3 \ M wpn
- ficamos com y = 7 X + b . Recorrendo as coordenadas do ponto P para obter a ordenada na origem “b” :

N

2:?(—3)+b<:>b:2+\/§

3
- equacdo reduzida da recta: y = % X+2+ \/§



2. Condicéo de perpendicularidade de duas rectas complanares

9

1

- declive da recta [AB] = é =1
: 5-1

- declive da recta [PQ] = T —1 g

- produto dos declives = -1
4

Concluséo

As rectas complanares “r" e “s” sdo perpendiculares 7

entre si se 0 produto dos seus declives for igual a “-1"

m.ms = -1 0 10

A

Nota: do antecedente sabemos que “r" € paralela a “s” se m_= m_ (declives iguais)

3. Produto Interno de dois Vectores a partir das coordenadas
O Produto Interno 1 « ¥ é um escalar (nimero real).

No plano, sendo % (u;, u,)e ¥(vy, v,) entdo: UeV = UV + UV,

No espago, sendo (uy uy, uz) e B(vy, vy, v3) entdo:  UeV = Uy Uy + Uy Uy + UsVs

4. Propriedades do Produto Interno (plano ou espaco)
Comutativa: e ¥ = Vel
Associativa mista: (ki) » v = k(i V)
Distributiva: e (V+ W) = UeV +Ue W
Quadrado Escalar: (1)? = i+ u = ||u]|?

Quadrado da soma de vectores: (a + 6)2 - (a)2 +2a.b+ (6)2

Quadrado da diferenca de vectores: (“ - 6)2 - (5)2 _2a.b+ (6)2
3

-

Exemplo: Sendo @+ b = 10 e b & =
a) Calcular de4b
a«(4b)=(4b).a (comutativa)
=4(b.a) (associativa mista)
=4(a-b) (comutativa)
— 4(10) =40
b) Calcular (¢ +d)s b
(c+a)eb)=(ceb)+(a-b) (distributiva)
=(bsc)+(asb) (comutativa)
=3+10=13



c) Calcular (—2d)e (—b)
(-2a)+(-b)=—2[a+(-b)] (associativa mista)

=-2(-b.a) (comutativa)

=-2(-1)(b-a)
=2(b-a) associativado produto de niimeros reais
=2(a-b) comutativa =20

d) Sendo (d@ + b)% = 25 e (d — b)? = 9 calcular (5. . 6)

(a+b) =(a) +2a-b+(b) =25|(a) +2a+b+(b) =25

Soma  4a.b=16<4(a-b)=16<a-b=4
e) Sendouev =5ewev =7, calcular (U + w)e(—37)
(a + v“v)-(—sv) = Ue(=3V)+Ws(=3V) = —3(6.\7) + —3(\7\/.\7) =-15-21=-36

f) Sendoiiev

Sewet =7, calcular 2v+ (W — i)

— -

(20)-(@—6):(20)-@—(20)-6:2(0-@)—2(\7-6 ):2(w-v)—2(ﬁ-6):14—10:4
5. Condicéo de perpendicularidade de dois vectores

Recorrendo ao teorema de Carnot aplicado no tridngulo rectangulo da figura:

- 2 -
u+vj =|u

2 -2 - - A
+HVH +2usvcos(u v)=

u+v
2

—

u

2 2 2
y{+2u1v1+yl{+}1{+2u2v2+y2{=u + TV, -

2uv, +2u,v, =0

—

2 - -
+|V|| +2uvcos(90°) = (u, +V,)* + (U, +V,)°

uv, +u,v, =0 (vectores perpendiculares entre si)

Se dois vectores sdo perpendiculares entre si 0 seu Produto Interno € NULO (no plano ou no espaco)

Importante::
Consideremos o vector u(a,b,c) e 0s vectores :
x(0,c,-b); y(c,0,-a); z(b,—a,0
Estes vectores sao perpendiculares ao vector u porque:
Usx=(a,b,c)+(0,c,—b) < ax0+bxc+cx(-h)=0
Usy=(a,b,c)«(c,0,-a) < axc+bx0+cx(—a)=0
Usz=(a,b,c)(b,-a,0)<axb+bx(-a)+cx0=0

Os vectores, no espaco, “x”, “y” e “z" resultam do vector “u”, anulando neste uma das suas coordenadas e trocando

a posicédo das outras duas e o sinal de uma destas



Exercicios
a. Escreva as coordenadas de um vector perpendicular a cada um dos vectores seguintes:
1,2) (1,2,3) (1,0,-2)

Solucdo:
Vectores com 2 coordenadas: para obter um vector perpendicular, troca-se a ordem das coordenadas e o sinal

de uma delas.
Para o vector (1, 2) temos 2 hipoteses: (-2, 1) ou (2, -1)

Vectores com 3 coordenadas: para obter um vector perpendicular, anula-se uma das coordenas; com as duas

restantes usa-se o procedimento indicado para o vector de 2 coordenadas.
Para o vector (1, 2, 3) temos 3 hipdteses: (0, -3,2);(0, 3,-2); (3,0, -1); (-3,0, 1); (2, -1, 0); (-2, 1,0)
Para o vector (1, 0, -2), mantemos a coordena nula e temos (2, 0,1) e (-2, 0, -1)

b. Considere o vector 7 (+v/3, —v2 ). Qual dos vectores seguintes é colinear com este?
®W (2V3-2) B3¥8) © (2.-1) O)(ZV3)

Solucéo:
Vectores colineares com o vector % satisfazem a condicéo:

x=ku=k(v3,-V2)
Testede (A)comk =2: x= 2(6):(2\@,—2\/5) falso

Teste de (B) comk = —+/3: i:—@(ﬁ) =—\/§(«/§,—\/§) =(—3,\/§) verdadeiro

C. Uma recta tem a inclinacéo de 60°. O vector director pode ter coordenadas
W 21 B) (-1,-V3) () 31D O)(2V3
Solugéo:

A recta dada tem declive v/3 igual & tangente de 60° . Testando as propostas temos:

. 1 )
(A) esta recta tem declive m = 2 ++/3.A proposta é Falsa

(B) esta recta tem declive m = %g = /3 Aproposta é Verdadeira

d. Considerando os pontos A(-2,1) e B(2,4), calcular vectores perpendiculares ao vector AB com a mesma
Norma.
Solucéo:
AB=B-A=(24)-(-2,1) = (4,3)com ||AB|| = V42 + 32 = 5,
Vectores perpendiculares com igual Norma:
- trocamos as coordenadas de ﬁ(4,3) e o sinal de uma delas e temos:

U(=3,4) ou v(3,—4) ; ambos com a mesma Norma ||5||



Teste da perpendicularidade de @ com o vector AB :

- recta suporte de AB(4,3) : declive m,p = % ;
- recta suporte de u(—3,4): m,, = —g

- produto dos declives = Z X _?4 = —1; confirmada a perpendicularidade

6. Angulo entre dois Vectores (no espaco 2D)

0 angulo entre dois vectores pertence ao intervalo [0, 180°] (ndo confundir com &ngulo de 2 rectas...)
Dados dois vectores 1 e ¥ do plano (2D) ou do espago (3D) o Produto Escalar de ambos é igual ao produto das

suas Normas pelo coseno do angulo por eles formado:

—

u-v=|[ullllvll cosa

a=60°

0 angulo entre os dois vectores € pois:
17, L4 T} ul vl + uz vz

cosq = ——— =
RNTZ1 o2 + w2 o2 + 02

7. Angulo entre duas rectas (no espaco 2D)

Sendo 1 e ¥ vectores directores de duas rectas, o angulo “a” entre elas é:
- —>
lu.v |u1v1 "‘uzvzl

cCosa = — ST =
RNIEI a2 + a2 o2 + 02

0 angulo entre duas rectas pertence ao intervalo [0°, 90°] , onde 0 coseno € positivo razao porque se
considera o valor absoluto do produto interno .

Notar que este angulo pode ou néo coincidir com o angulo entre os seus vectores directores.

8. Angulo entre Vectores (no espaco 3D)

No espago tendo os vectores u(uy, u,, u3) e ¥(vy, v, v3), 0 angulo entre os dois vectores obtém-se

calculando:

- —>
Ue U U vy + Uyv, + UzU;

TP~ a2 + 12 1 22 (o2 £ 0% + 02

cosa =




0 angulo entre dois vectores ndo é orientado dado que...
0 angulo de U com ¥ é igual ao Angulo de Vv com U = a
—seUsV>0,cosa > 0: angulo de ii com ¥ é agudo
—seusV=0,cosa=0: angulodeiicomv érecto

—seUsV < 0,cosa < 0: angulo de i com v é obtuso

Exercicios resolvidos

a. Calcular os valores de “x" para que seja agudo o angulo de u((x — 1,—3,2) com v(x + 1,3,3)

Solucéo:
Angulo agudo (1° Q) implica cos a > 0.
x-DEx+1D+ =3B+ 2A3)
Vo —1D2+(=3)2+ (22 /(x + D2 + (3)* + (3)?
x—1Dx+1)—9+6
=S >0
JE—D2+(=3)2+ (22 /(x + D2+ (3)% + (3)?
Sx2—4>0 cx2>4 © x<—VAvx >4

X€E|l—a—=2[U]2+]

cosa >0

b. Determinar o angulo formado pelas rectas AB, com A(2, 0, -1) e B(-1,1, -1) e r(x, y, 2)=(1, -1, 0) + k(2, 1, V/5 )

AB=B-A=(-1-21-0,—-1-(-1)) = (-3,1,0)
0 vector director darecta"r" é 7 = (2, 1, \/g)

_|AB+7| |-6+1+0] 5 1

“TlaB|1m- viovio 10 2

()=
cos™ |z =
2

C. Calcular o &ngulo BAC e provar que o angulo CMA é recto sendo M o ponto médio de [AB]
Precisamos de calcular os vectores AB e AC
AB=B—-A=(-220) ; AC=C—-A=(-203)
|AB+"AC| |4+0+0] 4
|aB[ Jac ~ VEVis ~ Viod

cosa =

a = 67°

Se <MAC = 90° entdo o produto interno MA « MC é nulo
Coordenadas do ponto M: (1,1,0)

MA=A-M=(1,-10) ; MC=C—-M = (—1,-1,3)
MA+MC = —1+1+0 =0 (produto interno nulo)

€(0.0.3)




9. Calculo do Produto Escalar com projeccao de um vector sobre o outro

A7
W v v W

W e U tém o mesmo sentido W e U tém sentidos opostos

O vector w é a projeccdo do vector 1 no vector ¥

HWH: pI‘Oj\—/U (ler projeccio deiem ) proj\_lu - HUHCOS(a)

v =] | proi,u= s} |¥] costa)

Independentemente do angulo "a" ser agudo ou obtuso verifica-se que Vel = VoW
O Produto Escalar de dois vectores € igual ao Produto Escalar de um deles pela projeccéo vectorial do

outro sobre ele.

Exercicios resolvidos

—

L “\7“:10; a:%; H\7H=2HUH;CaIcular HGH proj. v

Solucéo
v
uj="-—"=>5

2

‘Vv = projGQ:“V“ cosgzlox%=5

[

| proj. V= ”ﬁ

\Tv||=5x5=25

2. Considere a recta recta AB com A(0,2) e B(4,0) ¥

a. Calcule a equacéo reduzida da recta AB. T a
Solucéo |
- vector director da recta AB é (B-A)=(4,00-(0,2)=(4,-2)

—

. -2 -1 .
- declive do vector = — =5 ordenada na origem = ordenada de A = 2

- equacéo reduzida da recta: y = — %x + 2



3. Determine ainclina¢do (+ 0.1°) das rectas seguintes:
a)(x,y)=(2,-3) +k(-4,4), ke IR
b)x+V3y=4

Solucéo
Nota: a inclinaciao de uma recta é um angulo do intervalo 0° < a < 180°

a) vector director v(—4,4) com declive m = _74 = —1; arctan(-1) = 135°; inclinacdo = 135°

1 4 . 1 V3 V3
b) x+V3y=4eoy= —FXt; ;declive = tan(a) = —5= —Tarctan(—?) =150°
4. Na figura esta representado um paralelogramo, em que AD =3 e AB = 5..
Determine: .#.fﬂ _.c
a) AB+AD (T éﬂ-

b) AB « BC
¢) DC+ (AB + AB)

d) CB«(AB + BD)

Solucéo
V3 _ 15V3

2) AB 7D = 4B |4D||cos (30°) = 5 x 3

2 2

b) AB-BC = |4B| |[4D|jcos (30°) = 5 x 3 x 2 = 125

) DCe(AB+AB)=5x2x5xcos(0°) =50x 1 =50

d) CBe(AB+BD) = CB+AD = 3 x 3 x cos(180°) = —9

5. Considere os vectores (7, - 2) e ¥(m, 6 ) sendo “m” um nimero real. Calcular o valor de m , de modo que:

— -

a) u e v sejam perpendiculares entre i
b) 1 e ¥ sejam colineares.

o) @l = Il

Solugéo

a) condicdo de perpendicularidade de vectores: e v = 0

o (7,-2)e(m,6)=0 = Tm—-12=0m="2

7
m=-21
k=—1

3

b)a:kwswﬁa%=umﬁ%z;fg{

o) Il =19l 72+ (=2)2 =Vm?2 + 6249 + 4 = /72 + (=2)2 = m? + 36 >m = £V17



6. Provar que as diagonais do losango séo perpendiculares entre si

=1

Solucéo i/
AC=%+1uU ;DB =1+ (-D) A c

AC-DE=(B+W)+s@-D)=@+DB)e@—D) =

PN

= TeTi+ e (—0) + T+ T (D) = ;
= [ull? ~ V]2 + e () + T 5=
= [[ull? = [[v]|? =0 < 4C+DE =0

O produto escalar das diagonais AC e DB énulo pelo que estas diagonais sdo perpendiculares entre si.

7. Equacdo da circunferéncia de centro O: (x — 1)% + (y — 2)% = 25

Calcular a equacéo reduzida da recta tangente no ponto P(5, -1).

74
TP
~ Vi -
Solucéo /
A recta tangente em P é perpendicular ao raio [CP]. C f
Considerando um ponto genérico Q(x , y) da recta, definimos o produto escalar \ ? / g

dos vectores CP e ﬁ)’ que € nulo porque os vectores sdo perpendiculares entre si.
CP=P—-C=(5-1)-(12) = (4-3)
PQ=Q-P=xy)-G-D=x-5y+1)

CP+PQ =(4,-3) (x—57y+1)=4x—20—3y —3 =4x — 3y — 23

Igualamos agora a zero o produto escalar calculado para obter a equacgéo reduzida da recta tangente:

4 23
4x—3y—23<:>y=§x—?

8. Considere os vectores % e v de coordenadas (2, -3) e (1, 1) , respectivamente.

Classifique o0 angulo dos vectores 1 e v.

Solucéo
oD
Il 11711

Sabemos que cos a = tem sinal que depende apenas do sinal do produto interno dos dois vectores

ja que o produto das normas é positivo.

—

U 7=2%X14+(-3)x1=—-1 = cosa< 0> aéobtuso



9. Na figura o ponto O é ponto médio do lado AC.

¥
Tendo AB(10,2) e BC(—6,—8)calcular: . /?F
a. As coordenadas dos pontosAe C
b. 4B « AC G f} /,, :
c. amplitude do angulo ABC (+ 0.1°) \{'f
Solugéo

a. AC = AB + BC = (10,2) + (—6,—8) = (4, —6)

Sendo o ponto médio as coordenadas do vector A0 sdo (2, -3).

Temos pois A(-2, 3) e C(2, -3)
b. AC=C—-A < (2,-3) — (—2,3) = (4,—6)

AB « AC = (10,2) (4,—6) =10 X 4 + 2 X (—6) = 28
. cos ABC = [ = (oA = o= vt = o1 () = 41

10. Considere os vectores i e v tais que ||u]| =4, ||v[|=3 e u ~v =120° e calcule:

(-2U) « 7
(@-30) s 1

Calcular “A” para o qual os vectores (i — Av) e ¥ sdo perpendiculares

Solucéo
(—2w) e ¥ = —2@usv) = =2 [[ull |F]l cos(1209) =-2(4) (3) (_g): 12

(@i - 30) 1 = (ii+1) — (307) = [[dl|> - 3|1l 1]l cos(1209) = 16 — 36(—3) = 34

cC. U—AD)ev =0 (UeV)— (AV » ¥) = |[u]l ||¥]| cos(1209) = A||?||||?]| =0 -6 —-91 =0
. 2
3
KEY POINTS
Operacdes com Vectores Operagdes com Normas dos vectores
oo O |G Y 2 -2 2 2
u=(u,u,) v=(V,V,) ul =u; +u, Vil =V, +V,
= - - 12
U+V=(U +V,U,+V,) Hu+vH = (U +V,)° + (v, +V,)°
. (u17u2)°(V1’V2) Y 12 ) .
T T o5 [+ +2(5-9
Hu Y cos(u v)




